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Àäëåð. 14 îêòÿáðÿ 2010.

Âòîðîé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé

1. Ìíîæåñòâî S âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóþùèì, åñëè ëþáàÿ âåðøèíà
ãðàôà, íå âõîäÿùàÿ â S, ñìåæíà ñ êàêîé-òî âåðøèíîé èç S. Ñóùåñòâóåò ëè ãðàô ñ
÷åòíûì ÷èñëîì äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ?

2. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC. Òî÷êà D � îñíîâàíèå âûñîòû èç âåðøèíû B. Èç òî÷êè M îïóñòèëè ïåð-
ïåíäèêóëÿðû MX è MY íà ñòîðîíû AB è AC ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êó D îòðàçèëè
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé XY è ïîëó÷èëè òî÷êó D′. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà D′

ëåæèò íà ïðÿìîé BM .

3. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a0, a1, . . . , an òàêèå, ÷òî ak+1 − ak > 1
äëÿ k = 0, 1, . . . , n− 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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4. Äàíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1 < a2 < . . . < an. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ ïàð (i, j), ÷òî ai − aj � ñòåïåíü äâîéêè íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà òàêèõ
ïàð (i, j), ÷òî i− j � ñòåïåíü äâîéêè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû k-òîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî
÷èñëà è ïðîñòîãî ÷èñëà.

6. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, â êîòîðîé an+1 = a2n + 5an + 1 ïðè n > 0. Ìîãóò
ëè âñå ÷ëåíû òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûòü ñîñòàâíûìè?

7. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû n×n ñòîèò 0 èëè 1. Ðàññìîòðèì âñå n! òàáëèö, ïîëó÷à-
þùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê, è äëÿ êàæäîé âûïèøåì åå ãëàâíóþ äèàãîíàëü, íà÷èíàÿ
ñ íèæíåãî ëåâîãî óãëà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëåé ìîæåò
îêàçàòüñÿ âûïèñàííûìè?

8. Â 10 êîðîáêàõ ëåæàò êàìíè: â k-îé êîðîáêå ëåæèò 2000 + k êàìíåé (k = 1,
2, . . . ,10). Äâîå èãðàþò â òàêóþ èãðó: îäèí èç èãðîêîâ âûáèðàåò ëþáûå 5 êîðîáîê è
âûíèìàåò èç êàæäîé èç íèõ íåêîòîðîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî êàìíåé. Òîò, êòî íå ìîæåò
ñäåëàòü õîä, ïðîèãðûâàåò. Êòî èç èãðîêîâ âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

9. Äàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî t > 3 è ìíîãî÷ëåí p(x) òàêîé, ÷òî |p(k) − tk| < 1
ïðè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k íå ïðåâîñõîäÿùèõ äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p(x) íå ìåíüøå n.

10. Òî÷êèK,L,M,N � ñåðåäèíû ñòîðîíAB,BC,CD,DA ÷åòûðåõóãîëüíèêàABCD,
âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ K è M ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà KOM . Òî÷êà
Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êàõ L è N ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà LON . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ XY ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O.


